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Développement :
Formule sommatoire de PoOISSON - Application a la
fonction de JACOBI

ANALYSE & PROBABILITES

éme

Référence : [QUE] QUEFFELEC H., ZuiLy C., Analyse pour l’agrégation - Cours et exercices corrigés, 4
Dunod, 2013, p95.
Pour application : [GX] GOURDON X., Les maths en téte - Analyse, gfme édition, ellipses, 2008, p273.
Pour les legons :

- 235 : Problemes d’interversion de symboles en analyse.

- 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

- 246 : Séries de FOURIER. Exemples et applications.

- 250 : Transformation de FOURIER. Applications.

édition,

A mettre dans le plan en lemme :

l Lemme 1. Transformée de FOURIER de la gaussienne. ]
J

. oo )
Convention de la tranformation de FOURIER : Si f € L'(R), f: & — / f(z)e "¢ dz.

2
Soit @ > 0. Pour z € R, on pose v,(z) =e “* . Alors

| Définition 1. |

Soit f € LI(R). On définit sa transformée de FOURIER f par :

—+o0

vEeR fO= [ fae i

—o0

(Cette définition permettra d’avoir une formule plus satisfaisante dans le théoréme suivant, cf. remarque suiv-
ante.)

,_[ Théoréme 2. Formule sommatoire de POISSON. ]

Soit f € L'(R) N Co(R). On suppose que :

M

dM >0 Ja>1 VzeR |f(x)|<——F—,
OIS T fapye

et que Z|f(n)| converge. Alors :

nez

+oo o0 N
Yo fmy= > f).

n=-—0oo n=-—00

PREUVE : Pour x € R, on pose :
—+o0
F@) = 3 fa+n).

x ETAPE 1 : Montrons que F' est bien définie sur R.
Soit A > 0. Montrons que Z f(x 4+ n) converge normalement sur [—A; A].

nez
Pour = € [—A; A] et n € Z tel que |n| > 2A, on a, par hypothese :
M
r+n) <
et )l < s
avec 1+ |z +n|Z|z+n| > n|—|z|>|n|-A4A> @ Donc :
M 2°M
|f(z+n)| < = Ta
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2°M

] converge, et elle ne dépend pas de x. Donc
n «@

- . 1
Or, comme « > 1, la série de Riemann E — converge, donc E
n
nEN* neL*

Zf(x + n) converge normalement sur [—A; A], pour tout A > 0.

neL

F' est donc bien définie sur R, et comme f est continue sur R, F' l'est également en tant que somme d’une série de
fonctions continues qui converge uniformément sur tout segment de la forme [—A; A], avec A > 0.

* ETAPE 2 : Montrons que F est 1-périodique sur R. Pour x € R, on a :

+oo
F(z+1) = S flr+n+1)

n=-—oo

“+oo
ENT fa+p)

p=—00

= F(x),

et donc F' est 1-périodique sur R.
x ETAPE 3 : Calculons le coefficient de FOURIER de F' d’indice m € Z. On a* :

em (F)

1
/ F(t)efzmmtdt
0

1 to° )
/ Z f(t + n)67217rmtdt
0

n=-—o0

+oo 1
C;N Z / f(t + n)672z7rmtdt
0

n=-—oo

+oo 1 ]
Z / f(t+n)e—2z7rm(t+n)dt
0

n=—oo

ey too n+1 )
ufz n Z / f(u)672z7rmudu
n

n=-—oo

/‘+<>0 flu)e 2™ dy

o]

= Jom).

* ETAPE 4 : Concluons.
Par 'ETAPE 3 et par hypothése, Z lem (F)| = Z |f(m)| converge. Par conséquent :

mEZ meZL
+oo ) +oo )
VeeR F(z)= Z e (F)e>™ ™ = Z f(m)e ™

m=—oo m=—oo
ie. :

“+oo +oo ]

Ve € R Z flx+n)= Z f(m)e* ™™,
n=—oo m=—oo

ce qui acheve la preuve en prenant x = 0. O

'_[ Remarque 3. ]

[1] Si f € S(R) (espace de SCHWART?Z), les hypothéses du théoréme sont bien vérifiées, puisque f est & décroissante
rapide, tout comme sa transformée de FOURIER (qui est aussi dans S(R)). La formule sommatoire de POISSON
est donc appliquable & toute fonction de S(R).

~ +OO :
[2] Dans le plan, j’ai pris la convention f : £ — / f(:z:)e_”cgda:, ce qui alourdit un peu la formule sommatoire
de POISSON. La preuve avec cette convention en reste cependant peu inchangée, et le résultat final est :
+oo +oo R
Z fln)=2r Z f(2mn).

Vous conviendrez bien que la formule montrée plus haut est plus satisfaisante a lire !

J

! Attention : coquille dans le livre ! Dans l'intégrale, I’exponentielle n’a pas de 2iw, alors qu’il faut le mettre.
D’ailleurs, cela n’est pas oublié dans la formule dont les auteurs font référence, a la page 74.
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I Application 4. Application a la fonction de JACOBI. ]
J

Soit 6 : R} — R la fonction définie par :

+oo
Vr e R}y 6(z) = Z e

n=-—oo
Alors, 6 est bien définie sur R} et :

Ve R O(x) = ——6 (1) .

PREUVE : On se fixe a > 0. Soit f: z+— e Ona f€SM) et, pourn €Z:

+oo 2
7 _ —ax® —2inmx
f(n) = e e dz
—oco
u=2mx 1 Foo 7&7“2 —inu
= — e “arZe du
21 J_ o
Foo 2
= 1 e TATT Ty
21 J_ o
1 T _azx?(n)2
Len:‘xme — X P e @ (2)
2 12
1 471'3 77r2n2
= e p— 6 o
2 «
T 12n2
= —€ @
(0%

D’apres la formule sommatoire de POISSON :
“+oo —+o0
o Sy =Y fn),
n=-—oo n=-—oo
et donc :
+oo +oo 2 2
—_an? T _rmZn®
e = —e€ @,
> > \Va
n=-—oo n=-—oo

Soit £ > 0. On prend a = 7z, ce qui donne :

ce qui acheve la preuve. O

’_[ Remarque 5. ]
+oo

2
La fonction © de JACOBI est la fonction © : x — Z " et :

n=—oo

Ve >0 O(x)=0( ).

Le corollaire précédent montre que :

1 ™
Ve >0 O(e ™) = ﬁefﬂ
ou encore, avec ©(0) =1 :
1 ™ s
Yy>0 O(y) = ——=ehl® ~ ,
y (v) ) STy

grice a un équivalent de In(y) = In(1 — (1 —y)), quand 1 —y — 0.
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